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A real-time runoff prediction system using a distributed rainfall-runoff model incorporating dam reservoir opera-
tion is developed. The distributed runoff model is composed of sub-basin models, which consist of a distributed runoff

model, a channel routing model using kinematic flow approximation, and a dam operation model. The dam model
represents the flood operation with a function of inflow to a dam reservoir, outflow from a dam reservoir, and a dam
reservoir storage. The function is approximated to a linear function using the statistical linearization method, then the
dam operation is included into the state update vector equation. The application to the Katsura river basin successfully
shows the filtering of state variables of the distributed prediction system.

Key Words: Dam reservoir operation, Kalman Filter, real-time prediction, distributed rainfall-runoffmodel

1. はじめに

電子計算機の演算能力の著しい向上と低廉化が進み，
水系全体を対象としてダム貯水池による流水制御を考
慮した一体的な分布型流出予測モデルが実現されるよ
うになっている．筆者らの研究グループでも淀川流域
を対象とした分布型流出モデル 1)を開発し，その予測
システムを実時間で稼動させて計算結果を実時間で確
認することを可能としている 2)．また，こうした分布
型流出モデルにカルマンフィルタを導入して時々刻々，
空間分布する状態量を推定するアルゴリズム開発を進
めている 3, 4)．
流出モデルにカルマンフィルタを組み合わせた実時

間流出予測手法は実務にも応用され，その有用性が確
認されている．これまでに開発されてきた実時間流出
予測システムは，基本的に流水制御の影響が含まれな
い自然流域での流出予測を目的としており，ダム貯水
池への流入量やダムの効果の小さな流域での河川流出
の予測が対象とされてきた．この実時間予測システム
をさらに発展させて，ダム制御を含む流域全体に展開
することができれば，水系全体を一体として流出予測
の対象とすることができる．また，流域内の観測施設
の存在しない地点での予測も可能となり，減災のため
に極めて有効であると考えられる．
これを実現するためには，ダム操作を数理的に表現

し，流出予測システムに数時間先のダム操作を予測す
る機構を組み込んで，貯水池に関する状態量を組み込

んだシステム方程式を構成すればよい．ダム地点の上
下流で異なる流出システムを構成し，それらをダム貯
水池を境界として連結することも考えられるが，ダム
操作も流出予測システムを構成する一要素と考えて，そ
の挙動を水系一体の状態変化を表すシステム方程式に
組み込むことができれば，システム構成が容易になり，
複数ダム相互の連携操作を導入した予測システムへも
容易に発展させることができると考えられる．
ダム操作はいくつかの操作過程に分かれているため，

その操作を数理的に表現した関数は独立変数との関係
が条件によって区分されることになる．そのためテイ
ラー展開を用いてその導関数の値を求めようとすると
困難が生じることがある．そこで，本研究ではダム操
作過程を状態によって場合分けした非線形関数を用い
て表現し，次にそれを統計的線形化手法 5)を用いて逐
次線形化する．そして，線形化した関数を流域全体の
状態量の時間更新を表現するシステム方程式に組み込
み，実流域に適用して有効性を示す．

2. 貯水池操作を導入したシステム方程式

河道流追跡モデルとして，キネマティックウェーブモ
デルを採用し，基礎式を最新の推定流量の周りに逐次，
線形化する方程式を基本的なシステム方程式とする．状
態量は設定した河道区分下端での河川流量である．以
下にキネマティックウェーブモデルの線形化手法とダム



制御を導入しない場合，導入する場合のシステム方程
式の構成方法を示す．

(1) キネマティックウェーブモデルの逐次線形化 6)

時間を t，計算区間上端からの距離を xとして，流量
を Q，通水断面積を A，単位幅あたりの側方流入量を
qとすると，連続式および運動式は

∂A
∂t
+
∂Q
∂x
= q, Q = αAm (1)

となる．運動式の αおよびmは河道区間ごとに一定の
値を与え，洪水期間中は変化しないとして一定の値を
与える．流れの伝播速度を c = f (Q)とすると，

c = f (Q) = dQ/dA= mαAm−1 = mα1/mQ(m−1)/m

となり，連続式は

∂Q
∂t
+ f (Q)

(
∂Q
∂x
− q

)
= 0 (2)

と変形することができる．左辺の各項を空間的に (1−X) :

X，時間的に 1 : 1の重みを付けて差分近似すると

∂Q
∂t
' X

Qi
j−1 − Qi−1

j−1

∆t
+ (1− X)

Qi
j − Qi−1

j

∆t
(3)

f (Q)

(
∂Q
∂x
− q

)
' 1

2

 f

Qi−1
j + Qi−1

j−1

2

 Qi−1
j − Qi−1

j−1

∆x
− qi−1

j


+ f

Qi
j + Qi

j−1

2

Qi
j − Qi

j−1

∆x
− qi

j


 (4)

が得られる．ここに，i は時間， j は空間を表す添え字
である．ここで，(4)式において，

g
(
Qi

j

)
= f

Qi
j + Qi

j−1

2

 Qi
j − Qi

j−1

∆x
− qi

j


とする．非線形関数 g(Qi

j)をあらかじめ既知な Qi
j = Q0

のまわりに，テイラー展開を用いて線形近似すると次
式が得られる．

g
(
Qi

j

)
' g (Q0) +

(
Qi

j − Q0

)
g′ (Q0)

Q0は Qi
j の近傍でなければならないので，

Q0 = Qi
j−1 + ∆xqi

j

とすると，(2)式は以下のようになる．

X
Qi

j−1 − Qi−1
j−1

∆t
+ (1− X)

Qi
j − Qi−1

j

∆t

+
1
2

 f

Qi−1
j + Qi−1

j−1

2

 Qi−1
j − Qi−1

j−1

∆x
− qi−1

j


+

(
Qi

j − Qi
j−1 − ∆xqi

j

)
f

Qi
j−1 +

∆xqi
j

2

 1
∆x

 = 0
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図-1 ダム貯水池を導入しない場合の河道網の例

ここで，上式において，

ci−1 = f

Qi−1
j + Qi−1

j−1

2

 , ci = f

Qi
j−1 +

∆xqi
j

2


として，Qi

j について整理すると，

Qi
j = C1Qi

j−1+C2Qi−1
j−1+C3Qi−1

j +C4qi
j/2+C5qi−1

j /2 (5)

が得られる．ここで係数 C1から C5は，

C1 =
−2X + ci∆t/∆x

2(1− X) + ci∆t/∆x
, C2 =

2X + ci−1∆t/∆x
2(1− X) + ci∆t/∆x

C3 =
2(1− X) − ci−1∆t/∆x
2(1− X) + ci∆t/∆x

, C4 =
2ci∆t

2(1− X) + ci∆t/∆x

C5 =
2ci−1∆t

2(1− X) + ci∆t/∆x

となる．Xは無次元パラメタであり，

X =
1
2

(
1− Q0

BcI∆x

)
とすることにより，数値拡散を物理的な拡散として扱
うことができる．ここに，B：河道幅，I：河道勾配であ
る．マスキンガム-クンジ法との違いは，各係数 C1 か
らC5における流れの伝播速度に，時刻 ti−1と ti で得ら
れる伝播速度を用いていることである．

(2) ダム貯水池操作を考慮しない場合のシステム方程式
図-1に示す 5つの河道区分からなる河道網を例とし，

それぞれの河道区分に前節で示したキネマティックウ
ェーブモデルを適用すると，以下のようになる．

Qi
1 = C1

1Qi
2 +C2

1Qi−1
2 +C3

1Qi−1
1 + di,i−1

1

Qi
2 = C1

2(Qi
3 + Qi

4) +C2
2(Qi−1

3 + Qi−1
4 ) +C3

2Qi−1
2 + di,i−1

2

Qi
3 = C3

3Qi−1
3 + di,i−1

3

Qi
4 = C1

4Qi
5 +C2

4Qi−1
5 +C3

4Qi−1
4 + di,i−1

4

Qi
5 = C3

5Qi−1
5 + di,i−1

5

式の簡略化のため，側方流入量に関する項は j を河道
区分番号としてまとめて di,i−1

j と表し，各河道区分の係
数は Cm

j ,m = 1, · · · ,3としている．上式を整理すると，



以下のように行列表示することができる．

1 −C1
1 0 0 0

0 1 −C1
2 −C1

2 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 −C1
4

0 0 0 0 1


i



Qi
1

Qi
2

Qi
3

Qi
4

Qi
5



=



C3
1 C2

1 0 0 0

0 C3
2 C2

2 C2
2 0

0 0 C3
3 0 0

0 0 0 C3
4 C2

4

0 0 0 0 C3
5


i



Qi−1
1

Qi−1
2

Qi−1
3

Qi−1
4

Qi−1
5



+
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1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





di,i−1
1

di,i−1
2

di,i−1
3

di,i−1
4

di,i−1
5


(6)

(6)式の左辺の係数行列を Xi，右辺第一項，二項の係
数行列をそれぞれ Yi，Z i とし，時刻 ti での状態量ベク
トルを Qi，側方流入量によって定まる定数ベクトルを
di,i−1とすると，(6)式は次式で表される．

XiQi = YiQi−1 + Edi,i−1

(6)式に示すように，Qi
j を下流から上流に向かって順

に並べれば，接続状況に関わらず Xi は上三角行列とな
るため，逆行列 X−1

i を容易に求めることができる．そ
の逆行列を両辺にかけた式を行列表示すれば，

Qi = AiQi−1 + Di,i−1 (7)

となる．ここで，

Ai = X−1
i Yi , Di,i−1 = X−1

i di,i−1

である．(7)式がダム貯水池操作を考慮しない場合の状
態量の時間推移式，すなわちシステム方程式である．

(3) ダム貯水池操作を導入したシステム方程式

次に図-2の河道区分を例として，ダム操作を導入した
システム方程式を示す．図-2では，河道区分 1と 2の間
にダム貯水池が存在し，Qi

in = Qi
2が時刻 iでのダム貯水

池への流入量，Vi がダムの貯水量，Qi
outがダム貯水池

からの放流量を表す．ダム貯水池操作を導入する場合，
状態ベクトル Qi の成分は [Qi

1,Q
i
out,V

i ,Qi
2,Q

i
3,Q

i
4,Q

i
5]T

であり，各河道区分下端での流量に加えて，ダム貯水
池からの放流量とダム貯水量が状態ベクトルに加わる
ため，2つの状態推移式を新たに追加する必要がある．

貯水量の連続式は

dV
dt
= Qin(t) − Qout(t)

と表されるため，

Vi − Vi−1

∆t
=

Qi
in + Qi−1

in

2
− Qi

out + Qi−1
out

2
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図-2 ダム貯水池を導入した場合の河道網の例

のように差分近似する．時刻 tに関する項を左辺に，時
刻 t − 1に関する項を右辺に置くと，

Vi − ∆t
2

Qi
in +
∆t
2

Qi
out = Vi−1 +

∆t
2

Qi−1
in −

∆t
2

Qi−1
out (8)

が得られる．
ダム貯水池からの放流量は，一般的にダム貯水池へ

の流入量，前時刻での放流量，貯水量によって定まる．
そこで，ある非線形関数 gを用いて

Qi
out = g(Qi

in,Q
i−1
out,V

i−1,Qi−1
in ) (9)

と表すことができるとする．次に，この関数を構成す
る変数の平均値を Qi

in, Qi−1
out, Vi−1, Qi−1

in として

Qi
out ' Bi +Gi


Qi

in − Qi
in

Qi−1
out − Qi−1

out

Vi−1 − Vi−1

Qi−1
in − Qi−1

in

 (10)

と線形化することができるとする．Bi はスカラー，Gi

は 1×4の行列であり，線形化によって定まる定数およ
び係数行列である．(10)式で

Bi
0 = Bi −Gi [Qi

in,Q
i−1
out,Vi−1,Qi−1

in ]T

Gi = [g1,g2,g3,g4] i

とすると，(10)式は

Qi
out − g1Qi

in = g2Qi−1
out + g3Vi−1 + g4Qi−1

in + Bi
0 (11)

となる．
(8)式，(11)式に加えて図-2の各河道区分で成立する

流量の関係式を示すと以下のようになる．

Qi
1 = C1

1Qi
out +C2

1Qi−1
out +C3

1Qi−1
1 + di,i−1

1

Qi
2 = C1

2(Qi
3 + Qi

4) +C2
2(Qi−1

3 + Qi−1
4 ) +C3

2Qi−1
2 + di,i−1

2

Qi
3 = C3

3Qi−1
3 + di,i−1

3 (12)

Qi
4 = C1

4Qi
5 +C2

4Qi−1
5 +C3

4Qi−1
4 + di,i−1

4

Qi
5 = C3

5Qi−1
5 + di,i−1

5

(8)式，(11)式，(12)式をまとめて行列表示すると以下



のようになる．

1 −C1
1 0 0 0 0 0

0 1 0 −g1 0 0 0

0 ∆t/2 1 −∆t/2 0 0 0

0 0 0 1 −C1
2 −C1

2 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 −C1
4

0 0 0 0 0 0 1


i



Qi
1

Qi
out

Vi

Qi
2

Qi
3

Qi
4

Qi
5



=


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i
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+


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
左辺の係数行列の逆行列を両辺に乗じると (7)式と同様
のシステム方程式

Qi = AiQi−1 + Di,i−1 (13)

を得ることができる．ここで新たに導入したダム貯水
池操作に関する非線形関数の定式化と線形化手法の具
体的な適用例は 3.に示す．

3. ダム放流量の定式化と統計的線形化手法を導入
した放流量の関数表現

2.ではダム放流量が (9)式によって表現され，それが
(10)式のように線形化できることを前提として，ダム
を含む場合のシステム方程式を記述した．ここでは，5.
での対象流域である桂川流域の日吉ダムを対象に，適
用例を示す．日吉ダムは洪水時に一定量放流を行うダ
ムであり，Qf loodを洪水調節開始流量，Vtargetを常時満
水位あるいは制限水位におけるダム貯水量，Virr をただ
し書き操作開始水位におけるダム貯水量とすると，放
流量は以下のように表現することができる．

Qi
out = g(Qi

in,Q
i−1
out,V

i−1,Qi−1
in )

=



(Qi−1
in + Qi

in)/2 (条件 1)

Qf lood (条件 2)

Qi
in (条件 3)

a(Vi−1 − Vtarget)/∆t (条件 4)
...

...

(14)
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図-3 2004年 10月台風 23号の時の日吉ダム放流量の再現

実際にはより多くの場合分けを行い定式化しているが，
代表的な 4つの場合についてのみ記している．それぞ
れの条件は以下のようである．

• 条件 1: ダム流入量が増加しつつあって，かつ洪水
調節開始流量より小さい場合．つまり Qi

in > Qi−1
in

かつ Qi
in < Qf loodの場合である．

• 条件 2: ダム流入量が洪水調節開始流量を超え，か
つただし書き操作水位における貯水量よりもダム貯
水位が小さい場合．つまりQi

in > Qf loodかつ Vi−1 <

Virr の場合である．
• 条件3:ダム流入量が洪水調節開始流量を超え，かつ
ただし書き操作水位における貯水量にダム貯水位が
達した場合．放流量を流入量と等しくし，水位を保
つ操作を行っており，Qi

in > Qf loodかつ Vi−1 ≥ Virr

の場合である．
• 条件4:ダム流入量が洪水調節開始流量以下となって
減少する場合．つまり Qi

in < Qf loodかつ Qi
in < Qi−1

in

かつ Vi−1 > Vtargetの場合である．なお， aは計算
タイムステップ間に Vi−1 − Vtargetの何割減らすか
を決定する係数である．また，放流量は流入量よ
り大きく，洪水調節開始流量よりも小さくなけれ
ばならない．

図-3は，流入量と放流量，貯水量の観測データから，
上記の関数を用いて 2004年 10月の台風 23号のときの
日吉ダムの放流量を再現した結果である．洪水カット
の際の放流量が適切に再現されていることが分かる．
次に (14)式のように定式化した放流量の関数を (10)

式のように線形化することを考える．
x = [Qi

in,Q
i−1
out,V

i−1,Qi−1
in ]T を，平均値 x，分散共分散

行列 Pをもつ 4次元確率ベクトルとすると，統計的線
形化手法 7, 8)より (10)式の Bと Gは

B = E{g(x)} (15)

PGT = E{(x − x)g(x)} (16)

として求められる．E{·}は期待値の演算子を表す．(15)

式，(16)式の期待値は， x，Pを用いてエルミートガウ
ス公式によって計算する．また，(16)式は Pを UD分



解することによって対角行列と上三角行列を用いて表
すことができるので，Gについて容易に解くことがで
きる．

4. カルマンフィルタを用いた実時間予測システム
の構成

(1) 定式化
カルマンフィルタ理論で扱うシステム方程式は，2.の

(13)式にモデルの不確かさをあらわすシステムノイズ
項 ξi を加えて，

Qi = AiQi−1 + Di,i−1 + ξi (17)

のように表す．対象流域の河道区分数を pとし，ダム
貯水池がその中に一つ存在する場合，Qi，Qi−1，Di,i−1，
ξi は p+ 2個の要素を持つベクトルとなり，Ai は (p+

2)× (p+ 2)次元の係数行列となる．一方，観測方程式
は，ηi を観測ノイズとして

Qi,obs= H iQi + ηi (18)

のように表すことができる．観測更新に用いる観測量
が r 個ある場合，観測ベクトルQi,obsは (r × 1)の次元
になる．また，H i は r× (p+2)次元の係数行列となる．

(2) カルマンフィルタ理論の基礎式
カルマンフィルタ理論において状態量を予測し，更

新する基礎式を以下に示す．なお，PQi は状態ベクトル
Qi の分散共分散行列である．

• 状態量と分散共分散行列の予測

Q̃
−
i = AiQ̃i−1 + Di,i−1 (19)

P̃
−
Qi
= Ai P̃Qi−1 AT

i +Wi (20)

• 状態量と分散共分散行列の更新

K̃i = P̃
−
Qi

HT
i

[
H i P̃

−
Qi

HT
i + Ri

]−1
(21)

Q̃i = Q̃
−
i + K̃i

[
Qi,obs− H iQ̃

−
i

]
(22)

P̃Qi =
[
E − K̃i H i

]
P̃
−
Qi

(23)

’˜’ の記号は，推定量であることを表しており，Wi，Ri

はそれぞれ (p+ 2)× (p+ 2)次元のシステムノイズと
観測ノイズの分散共分散行列，K̃i は (p+ 2)× r 次元の
カルマンゲインである．また，’−’ の記号は，前時間ス
テップに更新された状態量から推定された状態量であ
ることを意味している．

(3) 流出計算のアルゴリズム
以下に，ダム貯水池による流水制御過程を導入した

流出予測システムにカルマンフィルタを適用した場合
の流出計算のアルゴリズムを示す．現在時刻は tiで，時
刻 ti−1のフィルタリング後の状態量 Q̃i−1が得られてい
る状況を想定する．

Kamo River

Uji River

Kizu River

Yodo River

Katsura River

図-4 桂川流域の概要図

1) 時刻 ti−1から tiの間の現況雨量データを入手し，現
在時刻 ti までの現況流出計算を実行し，状態量 Q̃

−
i

と P̃
−
Qi
を得る．

2) (15)式，(16)式で x̄ ≡ [Q̃i,−
in , Q̃

i−1
out, Ṽ

i−1, Q̃i−1
in ]T，P ≡

E{(x − x)(x − x)T}として統計的線形化を行い，Bi

と Gi を求め，システム方程式を得る．
3) 時刻 ti の観測流量 Qi,obsを入手したら，カルマン
フィルタにより更新計算を行い，Q̃i ， P̃Qi を得る．

4) 更新された状態量 Q̃i を初期値とし， 1時間先まで
の予測降雨データを用い，Q̃

−
i+1を求める．

5) 2時間先，3時間先の予測計算も同様にして求める．
6) 1時間時刻が経過し現在時刻が ti+1となったら，一
連の計算を同様に行い，予測流量を得る．

5. 桂川流域への適用

淀川流域のうち，桂川流域 (図-4)の桂地点上流域 (流
域面積 833km2)を対象に，本手法を適用して流出予測
計算を行った．計算対象洪水として，2004年 10月 19

日から 23日までの台風 23号による洪水を用いた．
図-5 (a), (b)に，日吉ダムへの流入量，日吉ダムから

の放流量のフィルタリングによる更新計算結果を示す．
図には，桂地点の流量の観測値のみを更新計算に用い
た場合と，桂地点の流量と日吉ダムの流入量，放流量の
観測値を用いた場合の結果をそれぞれ示している．ま
た，カルマンフィルタ理論を適用していないオフライ
ンでのシミュレーション結果と観測値も併せて示して
いる．なお，システムノイズ，観測ノイズの分散はと
もに 100[m6/s2]としている．図-5より，日吉ダムの流
入量と放流量の観測値を更新計算に用いることで，用
いない時に比べて流入量と放流量の更新計算結果は観
測値に近づき，フィルタリングのアルゴリズムが正常
に動作していることを確認することができる．
次に，桂地点における流量の 1時間先の予測計算結

果を図-6に示す．予測システムの検証が主目的のため，
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図-5 更新計算結果：(a)日吉ダムへの流入量，(b)日吉ダムか
らの放流量 (estimate1：更新計算に桂地点の流量の観測
値のみを用いた場合，estimate2：桂地点の流量と日吉ダ
ムの流入量，放流量の観測値を用いた場合)

入力となる予測降雨データとして観測降雨を与えてい
る．1時間先の予測計算結果では，日吉ダムの流入量と
放流量の観測値を更新計算に用いた場合も用いない場
合も，フィルタリングの効果が薄れ，計算結果がオフラ
インでのシミュレーション結果に近づいている．しか
し，ピーク前の期間では，用いた場合のほうが観測値
に近づいていることがわかる．これは，更新計算に日
吉ダムの流入量，放流量の観測値を用いることで，日
吉ダムの流入量と放流量，および日吉ダムに近い河道
の流量が更新され，予測計算における初期値がより適
した値になるため，予測計算の精度が上がったと考え
られる．なお，予測計算ではピーク流量を適切に予測
することができていない．これは河川流量のみをフィ
ルタリングの対象としているためであり，今後，斜面
流出量もフィルタリングの対象とする必要がある．

6. 結論

本研究では，ダム貯水池を含む水系全体を対象とす
る実時間分布型流出予測システムを実現するために，ダ
ム操作を陽に組み込んだシステム方程式を構成した．ダ
ム放流量はダム貯水池への流入量，流出量，貯水量の関
数として表現し，統計的線形化手法を用いて逐次線形
化することによって，流域全体の状態量の時間更新を
表現するシステム方程式を構成することが可能となっ
た．また，桂川流域に適用することで実時間予測シス
テムが適切に機能することを確認した．ここで新たに
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図-6 桂地点における流量の 1時間先予測計算結果 (estimate1，
estimate2は図-5と同様)

構成したシステム方程式は，ダム操作を流出予測シス
テムを構成する一要素と考えて水系一体の状態変化を
表すシステム方程式に組み込んでいるため，予測シス
テムの実装はダム貯水池がない場合と同様であり，容
易に実現することができる．また，複数ダムの相互の
状態量の相関も自動的に算定されるため，適切な連携
操作を考慮した予測システムへも発展させることがで
きると考えられる．
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